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Trigonometria

Capitulo I. Um pouco de Historia

A palavra trigonometria tem origem na Grécia da palavra trigonos (triangulo) + metrim (medida).
Etimologicamente, trigonometria significa medida de tridngulos.

Por vezes pensa-se que a origem da Trigonometria estd exclusivamente ligada a resolucao de situagdes
de medigao de terrenos ou determinacao de medidas sobre a superficie da terra. No entanto, enquanto ramo do
conhecimento cientifico, ¢ impossivel separar a Trigonometria da Astronomia. Dai que o seu
desenvolvimento como ciéncia exata viesse a exigir medi¢des e calculos de grande precisio. E neste contexto
que o astronomo grego Hiparco de Niceia (180-125 a.C.) é considerado o fundador da Trigonometria. Foi ele
que introduziu as medidas sexagesimais em Astronomia e elaborou a primeira tabela trigonométrica. Hiparco
utilizou a trigonometria para fazer medicdes, prever eclipses, fazer calendarios e na navegacao.

A Hiparco seguiram-se outros no estudo e desenvolvimento da trigonometria, como, por exemplo,
Ptolomeu.

No séc.III, os indianos e os drabes deram nova dimensdo a trigonometria ao introduzirem a trigonometria
esférica. A Trigonometria tem como objetivo principal o estudo das relagdes entre lados e angulos de um
triangulo e constitui instrumento indispensavel na resposta a necessidades da Astronomia e ainda da
navegacdo, cartografia e da topografia. O estabelecimento de certas relagdes que hoje chamamos formulas
fundamentais da Trigonometria deve-se aos matematicos hindus, do séc. V ao séc. XII. De entre eles destaca-
se Aryabhata (séc.VI), um astronomo indiano, tendo ja nesta altura associado o seno de um angulo ao centro a
medida da corda correspondente e elaborado também uma tdbua de valores do seno. Matematicos arabes,
depois de traduzirem as obras deixadas pelos hindus, desenvolveram o estudo das razdes trigonométricas em
triangulos retangulos e estabeleceram, para qualquer triangulo, o chamado teorema ou_lei dos senos.
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A trigonometria comecga a afirmar-se como ciéncia autonoma a partir do séc.XI quando Al-Biurine
retne todas as demonstragdes, quer de origem grega, quer de origem indiana, até entdo conhecidas e usadas
em Trigonometria. Deve-se ainda aos drabes a introducdo desta ciéncia na Europa Ocidental. Na Europa, a
institui¢do da Trigonometria como ciéncia autdbnoma em relagdo a Astronomia, ¢ iniciada através da tradugdo
e publicacio dos manuscritos cldssicos, bem como da elaboragdo de uma introducdo completa a
Trigonometria, e ficou a dever-se a Johaness Miiller, um astrébnomo prussiano, mais conhecido por
Regiomontano(1436-1476).A obra de Regiomontano continha, por exemplo, a "Lei dos senos" aplicada a
triangulos esféricos. No séc.XVI, Francois Viete (1540-1603) estabeleceu varias relagdes trigonométricas
tendo-as associado as solu¢des de equagdes do 3°grau - é a ligagdo da trigonometria a Algebra. Viéte
introduziu novos teoremas que permitiram relacionar lados e angulos de tridngulos nao retangulos. Neper e
Briggs usaram o calculo logaritmico para estabelecerem novas formulas trigonométricas (séc.XVII). No
séc.XIX, a trigonometria atinge o seu ponto maximo, ficando ligada a andlise através das séries. Hoje, a
trigonometria usa-se em muitas situagdes, nomeadamente na fisica.
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Capitulo II. O Tridngulo Retangulo

O triangulo retangulo € construido utilizando-se dois lados perpendiculares entre si chamados catetos e
um outro lado chamado hipotenusa. A partir dessa constru¢do muitos teoremas importantissimos foram
construidos € um dos mais importantes ¢ o chamado Teorema de Pitdgoras.

o

Hipotenusa

cateto b

a+ B =90°

cateto

I1.1 — O Teorema de Pitagoras

Esse talvez seja o principal teorema que expressa uma relagdo métrica para os lados de um triangulo
retangulo.
“O quadrado da medida da hipotenusa de um triangulo retdngulo ¢ igual a soma dos quadrados das medidas
dos catetos”.

Veja que na figura ao lado, ha uma série de semelhangas de tridangulos.

e ABEA ~ ACAE ~ AABC . Com isso conseguimos algumas relagdes entre elas:
2ot o 522 Também temos que: azm_ b b — g _am 0
c c a a b a
E
h . . ~ m h ch bc .
am Uma terceira relagdo ¢ dada por—= 7o m= Como h=—,temos que:
c a
8
® [
A c c bc ¢’ o ~ .
b m= = Substituindo o valor de m na equagao (I) vem:
a a

a’* =b* +c* Teorema de Pitagoras




11-) Relacoes trisonométricas no triingulo retingulo

Tendo como base o tridngulo retangulo da fig.1, podemos definir algumas relagdes que envolvem os

angulos do tridngulo retdngulo. Sdo elas o seno, o cosseno e a tangente. Definimos essas linhas
trigonométricas da seguinte forma:

cat. oposto a cat. ajacente a o cat. oposto a o
sena = - cosa = - tana = - -
hipotenusa hipotenusa cat. ajacente a
Da figura:
dngulos | sen | cos ‘ tan ‘

“ sena—c cosa—b tana—c
a ™ / a b
B b /\ c b
sen ff =— cosff=— tan f =—
a a c

Repare que para quaisquer o e B sena=cos € senff=cosa assim, tiramos uma das relagdes mais
importantes da Trigonometria:

sena =cos(90 — @)
“0 seno de um angulo é igual ao cosseno do seu complementar”

Existem alguns angulos notaveis e ¢ necessario que todo pré-vestibulando conhega o seno o cosseno e
a tangente desses arcos. Veja a tabela abaixo:

Angulos | 0° | 30° | 45° | 60° | 90° |

seno 0 % NG3 4 f% 1

cosseno 1 3 2 | 0
¥ A WA )

tangente 0 V3 % 1 J3




P1-) Dados as figuras abaixo, determine o que se pede:

D C

30

10 10

A E 3 B

a) o valor de AE;
b) o valor de CE;
¢) o valor de DE;
d) o valor de sena, cosa, tga ;

e) o valor de senf, cos S, tgf3 ;

P2-) Dados os grupos de trés numeros abaixo, diga quais
desses ndo podem representar lados de tridngulos retangulos.

a)23ed4 b-)3,4e5 c¢)6,7e8 d) 1, 3
€2 e)2, 60,8 £)6,8, 10

P3-) Uma mulher sobe numa mesa quando vé um rato no
chdo. A altura da mesa é de 50 cm e a altura da mulher é de
1,50 m. O rato se encontra parado, rindo da cara dela, a 5
metros da mesa. Calcule a distancia dos olhos da mulher ao
rato.

P4-) Um poste de luz de 5 metros de altura produz uma
sombra no chdao de 8 metros. Qual a distancia da ponta do
poste a ponta da sombra deste no chao?

PS-) A figura mostra a posicdo de um avido observado a
partir de dois pontos, A ¢ B, localizados no solo e distantes 1
Km um do outro. Sabe-se que, nesse instante, o avido dista,

respectivamente, /88 km e 9km, dos pontos A e B. Nessas

condi¢des, determine a altura do avido, em relagdo ao solo,
no instante considerado.

P6-) (FUVEST) Na figura a seguir o angulo do vértice B ¢
reto, quanto vale x?

c
X
A 30° DA 60°
¢ 10 cm > B

P7-) Calcule o valor da expressao abaixo:
I (sen’1).(sen>2).(sen’3)....(sen> 89).(sen” 90)
(cos? 0).(cos? 1).(cos” 2)...(cos” 88).(cos> 89)

P8-) Dado o tridngulo retdngulo ABC. O valor de x +y é:
A

c
[
)

v

B b
)5-v3  1)5+43 o 501-+3)
@ 5(1+/3) ©3-43

P9-) Uma roda de bicicleta tem 40cm de didmtero. Quantas
voltas completas ela dd em 1km ?

Gabarito

PD@10V3 (b)) oo (©) 2083 (d)geng
3 3

34109 :10\/@

10109
109

~ 34109 _10 (e) _
osa = 0 tga = 3 senf = 09 cos 3 109
3
1gf T
P2)a,c Pa-vs P4 -y
P5) m =62 P6) x=53 P71
P8)d P9) 795




Capitulo III. Circulo Trigonométrico

A circunferéncia trigonométrica ¢ de extrema importancia para o nosso estudo da Trigonometria, pois
¢ baseado nela que todos os teoremas serao deduzidos.

Trata-se de uma circunferéncia com centro na origem do sistema de eixos coordenados e de raio 1,
como ¢ mostrado na figura abaixo:

A 1° quadrante Os ecixos dividem a circunferéncia em 4 partes
2° quadrante iguais denominados quadrantes.
1 S— A Convenciona-se que o sentido anti-horario € o
enudo anu-horario . e . A . . o
9 sentido positivo na circunferéncia trigonométrica.
o) B

(i}
3°quadrante 4° quadrante

1I1.1 — Angulo central

Qualquer angulo cujo vértice € o centro da circunferéncia chamamos de angulo central. Como exemplo
temos o angulo (AOB).

1I1.2 — Unidades de medidas de Angulos;

Existem algumas unidades conhecidas com as quais podemos medir um angulo. A mais conhecida € o
grau, mas ha algumas outras que podem aparecer no nosso vestibular!!!! Vamos entender como cada uma
dessas unidades foram definidas.

¢ Grau: Dividindo uma circunferéncia em 360 partes iguais, ligamos o centro a cada um desses pontos
marcados nessa circunferéncia. Com essa operagdo conseguimos determinar 360 angulos centrais.
Cada um desses angulos ¢ chamado de 1 grau.

e Grado: Da mesma forma que foi feita a definicdo de um grau, faremos para definir um grado. A unica
diferenca entre essas medidas ¢ que para o grau dividimos a circunferéncia em 360 arcos iguais e para
o grado dividiremos essa mesma circunferéncia em 400 partes iguais.

e Radiano: Outra unidade é chamada de radiano. Essa ¢ uma das mais importantes ¢ ¢ a que mais
faremos uso no nosso curso de trigonometria. Sejamos praticos: Desenhamos no chdo uma
circunferéncia de raio r. Agora fazemos uma formiga andar sobre essa circunferéncia (sobre a curva) o
equivalente a r. Marcamos o lugar que ela para. Agora marcamos o angulo central que corresponde a
esse arco que a formiga andou. Esse angulo central formado mede 1 radiano (1 rd).

barbante com| B . .on .
comprimentol Faca a seguinte experiénciall!!
igual a0 raio A yye . A . .
1. Com o auxilio de um compasso, desenhe uma circunferéncia de raio R =
10cm.

Pegue um pedago de barbante e cubra essa circunferéncia por inteiro.
Estique esse barbante ¢ meca o seu tamanho (L) com uma régua.




4. Calcule o valor da razao expressa por k :% .
5. Anote o resultado em uma tabela.
6. Repita esse procedimento para circunferéncias de raios Scm e 8cm.
7. Compare a sua tabela com a tabela abaixo.
R=10cm koL R =8cm koL R =5cm koL
R R R
L=62_8cm ~6,28 L=50,4 cm ~6,28 L=31,4cm ~6,28

~ s A A L
Repare que ndo importa o valor de R que vocé€ use, quando vocé calcular o valor de k:E o resultado

surpreendentemente, ¢ sempre o mesmo e aproximadamente igual a 6,28. Essa constante pode ser calculada
com exatiddo, mas para isso € necessario o uso de uma matematica mais pesada, essa constante chamamos de
27. Assim, o comprimento de qualquer circunferéncia ¢ dado por L = 2zR.

No caso do nosso estudo, o raio vale 1 por defini¢do. Assim, a nossa circunferéncia mede 2.
Como foi dito acima, 1(um) radiano ¢ o valor de um angulo que equivale a um arco que mede r (no nosso caso

r = 1). Como nossa circunferéncia mede 2n, cabem nela 27 radianos. Assim, dizemos que na circunferéncia
inteira temos:

360°............ equivale a............. 2 radianos........... que equivale a........... 400 grados

Para efeito de conversdes, temos a seguinte relagao: 180°= z rad = 200gd

II1.3 — Arcos

Quando marcamos dois pontos A, B sobre uma circunferéncia, esta fica dividida em duas partes.

Podemos ainda definir arco como sendo a porgﬁoAda circunferéncia delimitada por um angulo central
qualquer. Veja!!!!

Tanto a parte I como a parte Il sdo chamadas de arcos de circunferéncia. Se A coincide com B, diz-se
que temos o arco nulo (I) e o arco de volta inteira (II).

Muito importante: se ndo for mencionado qual dos arcos se esta falando, assume-se que trata-se do menor
arco.

I11.4 — Unidades de medidas de arcos

Vamos medir um arco:




Acabamos de ver que para qualquer circunferéncia, o seu comprimento ¢ dado pela expressdo:
C =27zR . Vamos achar uma expressao que d4 o comprimento de um arco sobre uma circunferéncia de raio R.
Vamos usar uma regra de trés:

27R 2r ) _
= ¢ =R, em que c € o comprimento do arco.
c

OBS.: No caso da circunferéncia trigonométrica, por definicdo, ela tem raio 1, logo a expressdo acima fica
reduzida a: c =6

I11.5 — Expressao geral dos arcos

Imagine a seguinte situagdo: estamos caminhando sobre uma pista circular, logo, sairemos de um
marco zero € vamos prosseguindo de tal forma que num determinado momento chegamos o mesmo ponto de
partida. A posi¢ao (sobre a pista circular) ¢ a mesma daquela que comecamos a caminhada, porém os arcos
sdo diferentes, pois no inicio ndo tinhamos andado nada e agora temos um segundo arco que vale 2r. Veja a
figura:

Quando acontecem de termos dois arcos diferentes que terminam na mesma posicdo da circunferéncia,
dizemos que esses arcos sao arcos congruos.

V4 7
Ex.: " e sd0 cOngruos.
a_fr LAWES _1in
Fe(Fram T 3z L
—5— e —z—sa()C(nlgruOS.

Assim, podemos ver que qualquer arco g € congruo
com outros infinitos arcos definidos pela soma de g

D=2r=45=8x

com multiplos de 27, ou seja, se estamos sobre o arco
B ¢ andamos mais 21 sobre a circunferéncia voltamos
para a mesma posi¢ao e se andarmos mais 27 voltamos
novamente para a mesma posi¢ao original e se formos
[3ﬂ+4 E] _ andando mais multiplos de 27t~ estaremos - sempre
voltando para a mesma posi¢do assim, podemos
escrever que qualquer arco congruo de g ¢ da forma:

AB=p+kQQn),keZ

| k | ¢ o numero de voltas e o sinal de k indica o sentido (horario-negativo ou anti-horario-positivo) do giro.
Apresentamos abaixo a figura da circunferéncia trigonométrica em que sdo evidenciados os angulos mais
notaveis expressos em radianos e em graus.




P1-) Determine os menores arcos congruos dos arcos
mostrados abaixo bem como quantas voltas na
circunferéncia foram dadas para que cada um desses
arcos fossem gerados.

a-) 3000° b-) 5200° ¢-) 7607
3

d-) 297 e-)20000°  f) 29567
5 5
g-) 720°

P2-) Para cada caso abaixo faca a conversdo do sistema
dado para o indicado.

a-)1000gd = ( )° b-) 1200° = ( )rd
c-)10°=( )rd d-)120m rd = ( )ed
e-)200 rd = ( )gd £)10° = ( )rd
g-)1000° = ( ) gd

P3-) Invente um sistema de medidas, em que vocé vai
dividir a circunferéncia em 70 partes iguais. Deduza
uma férmula para produzir a conversdo de graus para o

seu sistema de unidades e outra para converter de
radianos em seu sistema de unidades.

P4-) Desenvolva um sistema de medida de angulos em
que uma circunferéncia é dividida em 140 partes iguais.
Deduza uma férmula para a conversdo desse novo
sistema para o sistema grau e para os sistema radiano.

P5-) Um engenheiro civil precisa fazer uma planilha de
custos para uma obra e um dos itens a ser resolvido ¢
quantos metros de cerca de arame farpado devem ser
comprados para cercar o terreno. Sabe-se que o terreno
tem a geometria da figura abaixo. O preco por metro de
cerca ¢ de R$ 3,00. Quanto serd gasto nessa cerca?

Dados: V2 =14, /3=17,/5=22 ¢ 7=3.

P6-) Determine:

a-) sen (20007) b-) cos (171)

4
c-)tg (Z?Tﬂj d-) sen (257” )
e-) cos (37?7?) f-) tg [ﬁTﬂ)
g-) sen [2577[}

P7-) Dada uma circunferéncia de raio R, dé o valor do
comprimento do arco compreendido entre os pontos




abaixo, em que g, € o angulo inicial € g € o angulo
final.

Sugestdo: Calcule o valor de zp-g g, . O valor do

comprimento do arco vai ser dado por: = rag¢

A)R=1, 6,=0c06-2 b)r_s g -"cg-=-"

3 4 3
¢)R=15, 90=3?”e91=27; d-)p-s, 90=%”e91=5?”
e)p =2, 90=0e91=%” )r=3, aozgeal:%”

P8-) Qual o angulo (em graus) formado pelos ponteiros
do relégio quando ele marca os seguintes horarios:

a-) 10:00h.  b-)10:30h.  ¢-)12:40h
d-) 1:225h e-)3:37h f-) 6: 50 h
g-)7:25h

P9-) Os arcos cujas medidas algébricas, em radianos,

~ , T krx
sdo os numeros da forma x=—+-"— kell,

4
delimitam na circunferéncia trigonométrica pontos que
sdo vértices de um poligono regular de n lados. O valor
den é:

a)5 b) 6 c)8
d)9 e) 10
P10-) Represente, para cada item, em uma

circunferéncia orientada, as extremidades dos arcos
cujas expressodes gerais sao:

a) x = £.90°+45° k e[] b)x:k.ﬁi%,keD

c)x:k.m(—l)"%,kem d)x = k.144° k e[
e)x = k.A45°+30°, k el] ﬂx:k.§+%,keﬂ

g)x:k.%+(—l)k.§,keﬂ o) x = k.180°+30°

P11-) O arco de 108°, mede em radianos:
a) 0,5m b) 0,6m ¢) 0,4n
d)0,7n e) 0,8n

P12-) Quantos radianos percorre o ponteiro dos minutos
de um reldgio em 50 minutos?

a)ml b)si c)4i
9 3 3
4r RY/4

d) — e) —

)2 )3

P13-) Apos as 13h, a primeira vez que os ponteiros das
horas e dos minutos formardo um angulo de 36° sera
as?

a) lh  10min b)lh  1Imin
c¢)lh 12min d) 1h 13min
e) 1lh  14min

P14-) Determinar a expressdo geral dos arcos a sabendo
que 2a +40° e 50° - 3a sdo cOngruos.

P15-) Determine todos os arcos entre 13?7[ e 41z

~ T
congruos com g .

Gabarito

P1)(a) 120°% 3voltas  (b)160°; 14voltas
(c)4l; 126voltas (d) 9£; 2voltas (e)200°; 55voltas
3 5

® or ;295voltas (g)0°%2voltas
5

P2)(2)900° (b) 207 (c) % (d)24000gd (e) 40000
3 18 V4

P5) RS 105,50 P6) (a)0 (b)\/zz ©)1 (d)0,5 (eﬂz§

M3 (2)1
P7)(@) % 0 7 (o) 217 (d) 27 (e) 107

0=
4

P8) (2)60° (b)45° (c)140° (d)107,5° (e)113,5° (f) 95°
(2)72,5°

P9)c Pll)b P12)b PI3)c Pl4) a=2°4360°k
p15) 21z 317 4lx

s E

5 5 5




IV. Funcoes

Nesse capitulo vamos comecar a estudar um pouco sobre essas maquinas (fungdes) que transformam
um numero em outro tipo de nimero. Essas maquinas podem ser separadas de acordo com um grupo de
caracteristicas as quais veremos também nesse capitulo.

IV.1 — Funcdes

As fungdes podem ser vistas como maquinas. Em geral uma maquina manufatureira recebe a matéria
prima e transforma num produto manufaturado. Veja que uma maquina de moer carne transforma carne em
pedagos grandes, em carne moida, uma maquina de fazer algoddao doce transforma agucar cristal em algodao
doce. Veja que nesses exemplos a matéria prima faz parte de um tipo de conjunto e o produto manufaturado
faz parte de um outro conjunto. No exemplo da maquina de moer carne a matéria prima faz parte do conjunto
que contém todos os tipos de carne em pedaco, pois qualquer tipo de carne em pedagos pode entrar nessa
maquina e essa vai moé-lo com facilidade ja a carne moida, que ¢ o produto, ¢ o que sai da maquina, essa faz
parte de um outro conjunto, o conjunto de todos os tipos de carne moida.

Vamos trazer esses exemplos do dia a dia para o nosso contexto. As fun¢des numéricas sdo maquinas
numéricas, ou seja, sdo maquinas que transforma nimeros de um certo conjunto em numeros de outro
conjunto.

Veja que aqui nesse exemplo foi colocado na maquina um numero “a” (um que possa entrar na maquina) e a
. maquina devolveu um niimero “f(a)”. Essa ¢ a principal caracteristica de
uma fung¢do, ou seja, um certo elemento que entra na fungao produz apenas
N l um novo elemento. E importante observar que existe um certo conjunto que
contém todos os elementos que podem entrar na maquina, esse conjunto €
chamado conjunto DOMINIO. Ha também o conjunto de todos os
elementos que a maquina gera, esse ¢ o conjunto IMAGEM.
f Quando nos referimos a uma certa fung¢do escrevemos assim:
f:A—B. Essa notacdo quer dizer que a fung¢do f ¢ uma que transforma
l elementos do conjunto A em elementos do conjunto B.

f(a)

IV.2 — Tipos de funcoes

Existem alguns tipos particulares de funcdes e vamos estuda-los a fim de utilizarmos esse contetido
posteriormente.
e Fungcio par — E toda funcio que quando aplicamos um niimero “a” nessa fungio, ou seja, calculamos
o f(a), obtemos um certo valor e quando calculamos o f(-a) obtemos o mesmo valor. Assim:
f(a) = f(-a)
Ex. f(x)=x".Para qualquer nimero “a”: f(a)=a’ e f(-a)=(-a)’ =a’

e Funcio impar — E toda fun¢io que quando calculamos o f(a) obtemos um certo valor ¢ quando
calculamos o f(-a) obtemos o valor de “—f(a)”. Assim:
f(-a) = - f(a)
Ex. f(x)=x".Para qualquer nimero “a”: f(a)=a’ e f(-a)=(-a)’ =—-a’




V. Funcées Trigonométricas
J& vimos no capitulo anterior um breve resumo sobre a definicdo de fungdo e algumas de suas
caracteristicas. Nesse capitulo vamos definir outros tipos de fung¢des as quais chamaremos de fungdes

trigonométricas.

V.1 — Funcao seno

No segundo capitulo vimos a defini¢do de seno, que para um angulo agudo de um triangulo retangulo,

. cateto oposto . DA _—
a razio U0 OPOSIO equivalente ao seno desse referido angulo. Vamos nos valer dessa defini¢ao para

hipotenusa

definir a funcdo seno.
Veja na figura ao lado que para um dado angulo x, dentro da circunferéncia

A trigonométrica, podemos obter um tridangulo retangulo de hipotenusa igual a 1
1 *N% " (raio da circunferéncia trigonométrica) e catetos AB e OB. Vamos calcular o
. AB . , .
S X B e seno do angulo x. senx = T = AB. Veja que o valor do cateto AB ¢ o proprio

seno e que quando mudamos o valor de x o cateto AB, o seno, também muda.
Assim podemos escrever um expressao para o cateto AB, o seno de x, que
dependa do angulo x. Definimos entdo a fungdo: f(x) = sen(x).

Vejamos algumas particularidades sobre essa fung¢ao:

Conforme x vai aumentando AB também aumenta até que x chegue a valer 90°. Nesse caso AB sera igual ao
raio da circunferéncia e entdo serd igual a 1. Quando x ultrapassa 90°, AB volta a diminuir até que x alcance o
valor de 180° onde nao havera mais triangulo e¢ entdo AB valera zero. Aumentando ainda mais o valor de x, o
triangulo passa a pertencer ao 3° quadrante ¢ AB torna-se negativo chegando ao minimo de valer -1 quando x
alcanga o angulo de 270°. Quando x ultrapassa esse angulo de 270°, AB volta a aumentar e vai até zero
quando x alcanga um angulo de volta inteira. Veja que quando x ultrapassar esse angulo de volta inteira (360°)
todo o processo passa a se repetir. Com isso, podemos dizer que o seno ¢ uma fun¢ao limitada, pois ele varia
de -1 até 1. Podemos também dizer que a funcdo seno é periddica pois quando x varia de zero até 360° ela
adquire uma gama de valores e quando ele ultrapassa 360° ela repete tudo que fez na primeira volta na
circunferéncia. Vamos aqui utilizar angulos em radianos. A figura abaixo mostra um grafico que traz o
comportamento da func¢do seno quando variamos o valor do angulo x.




V.1.1 — Particularidades da funcio seno
Vimos que por mais que variemos o valor de x entre os numeros reais, o seno de X estd sempre
compreendido entre -1 e 1. Assim, definimos formalmente f: R— [-1, 1] tal que f(x) = sen x.

Da figura temos que, sen x = P,P; ; Calculamos o valor de sen(-x) = - P,P; ;
B P Como AOP,P; =AOP,P, ,—»P,P; = P,P,. Assim, sen(—x)=—senx, para todo
1 x, logo, f(x) = sen x € uma func¢ao impar.

Assim, podemos resumir trés particularidades dessa funcdo, uma que a
fungdo seno ¢ periodica (de periodo 2w), outra que ¢ fungdo impar e a
terceira € que a fungdo seno ¢ limitada (vale no méximo 1 e no minimo -1).
Vejamos em que casos o seno assume valor zero, 1 ou -1:

Forma dos angulos Valores do seno
x=kr, keZ senx =0
x:k(27z)+%, keZ senx =1
T
xzk(Zﬂ)—E, keZ senx =—1

V.2 — Funcao cosseno;

No segundo capitulo vimos a defini¢do de cosseno, que para um angulo agudo de um tridngulo
cateto adjacente

retangulo, a razao ¢ equivalente ao seno desse referido angulo. Vamos nos valer dessa

hipotenusa
defini¢do para definir a fungao cosseno.
Veja na figura ao lado que para um dado angulo x, dentro da circunferéncia
trigonométrica, podemos obter um triangulo retangulo de hipotenusa igual a 1

§ (raio da circunferéncia trigonométrica) e catetos AB e OB. Vamos calcular o
1 . OB . ,
cosseno do angulo x. cosx :T =OB. Veja que o valor do cateto OB ¢ o
X
o B JC proprio cosseno e que quando mudamos o valor de x o cateto OB, o cosseno,

cosseno também muda. Assim podemos escrever um expressdo para o cateto OB, o
cosseno de x, que dependa do angulo x. Definimos entdio a
fungdo: f(x)=cos(x).

Vejamos algumas particularidades sobre essa fung¢ao:

Quando x ¢ igual a zero veja que ndo existe tridangulo e OB ¢ igual ao raio que vale 1 (por defini¢do).

Conforme x vai aumentando OB diminui até que x chegue a valer 90°. Nesse caso OB sera igual a zero.

Quando x ultrapassa 90°, OB continua a diminuir até que x alcance o valor de 180° onde ndo havera mais

triangulo e entdo OB valerd -1. Aumentando ainda mais o valor de x, o triangulo passa a pertencer ao 3°

quadrante e OB que ja era negativo vai aumentando até valer zero, quando x alcanca o angulo de 270°.

Quando x ultrapassa esse angulo de 270°, OB volta a aumentar e vai até 1 quando x alcan¢a um angulo de

volta inteira. Veja que quando x ultrapassar esse angulo de volta inteira (360°) todo o processo passa a se

repetir. Com isso, podemos dizer que o cosseno ¢ uma funcao limitada, pois ele varia de -1 até 1. Podemos
também dizer que a fungdo cosseno € periddica pois quando x varia de zero até¢ 360° ela adquire uma gama de

12




valores e quando ele ultrapassa 360° ela repete tudo que fez na primeira volta na circunferéncia. Vamos aqui
utilizar angulos em radianos. A figura abaixo mostra um grafico que traz o comportamento da fung¢do cosseno
quando variamos o valor do angulo x.

Conforme vimos, a fungdo cosseno atinge o seu maximo quando OB =0OC = 1. Assim -1<cos x < 1,
para todo x pertencente a R. Definimos f: R— [-1, 1] tal que f(x) = cos x. Vejamos o seu grafico.

V.2.1 — Particularidades da funcao cosseno

Vimos que por mais que variemos o valor de x entre os numeros reais, 0 cosseno de X esta sempre
compreendido entre -1 e 1. Assim, definimos formalmente f: R— [-1, 1] tal
que f(x) = cos x.

=3 P Da figura temos que, cos x = OP,; Calculamos o valor de cos(-x) = OP,, pois

1 os tridngulos OP,P, e OP,F, sdo congruentes pelo caso angulo, angulo, lado

X em comum. Assim, cos(—x)=cosx, para todo X, logo, f(x) = cos x ¢ uma
ol<x |’ funcao par.

Assim, podemos resumir trés particularidades dessa func¢do, uma que a

fungdo cosseno ¢ periddica (de periodo 2m), outra que ¢ funcido par ¢ a

B terceira ¢ que a funcdo seno ¢ limitada (vale no méximo 1 e no minimo -1).
Na tabela abaixo esta sendo mostrado em que casos o cosseno assume valor
zero, 1 ou -1:

Forma dos angulos Valores do cosseno
x=kQnm)+nx, keZ cosx=-—1
x=k(Q2rx), keZ cosx =1

x=kﬂ+%, keZ cosx=0




PrEIBANCIH
Nivel |

01) Determine todos os valores de m para que

senx=2—m e cosx=~2—-m’> .

02) Determinar os valores de n para que a expressao
I =2n—1 sejaum valor de seno de um niimero real.

03) Determinar os valores de m para que a expressao

2 ,
I =1-3n" seja um valor de cosseno de um nimero
real.

04) Quantas e quais as solu¢des entre o intervalo
[0, 271'] a equagdo senx = 0 admite?

05)Quantas e quais as solu¢des entre o intervalo
[0,271'] a equagdo cosx =1 admite?

06)Quantas e quais as solu¢des entre o intervalo
[0,27[] a equacdo cos3x =—1 admite?

07)(UNITAU-95) Indique a fungdo trigonométrica f(x)
de dominio R; Im=[-1, 1] e periodo ® que ¢
representada, aproximadamente, pelo grafico a seguir:
a)y=1+cosx. b)y=1-senx.

¢)y = sen (-2x).d) y = cos (-2x).

€)y =-cos X.

08)(FUVEST-96) A figura a seguir mostra parte do
grafico da funcao:

a) sen xb) 2 sen (x/2)

d) 2 sen 2x e) sen 2x

¢) 2 sen X

09) (FATEC-97) Considerando as  fungdes

trigonométricas definidas por f(x) = 2senx, g(x) = sen2x
e h(x) =2 + senx, tem-se

a) f(x) > h(x), para todo x € IR.

b) g(x) £ h(x), paratodo x € IR.

¢) f(x) e g(x) tém periodos iguais.

d) f(x) e h(x) tém periodos diferentes.
e) g(x) < senx < f(x), para todo x € IR.

Nivel Il

01) (FUVEST) O angulo agudo formado pelos
ponteiros de um reldgio a 1 hora e 12 minutos € :

a) 27° b) 30° c) 36°

d) 42° e) 72°

02) (PUC) Sendo 6 um angulo agudo, entdo (57/2 - 0)
pertence a qual quadrante :

a)l’ b)2’ )3’

d) 4° ¢)n.d.a.

03) (PUC) Todos os valores de x, de modo que a

~ x : N
expressdo send = exista, sdo :
a)—-1<x<1 b)-1<x<0
c)-1<x<2 d)-1<x<%
e)—-1<x<1/3

04) (CESCEM) Se x € | w; 3n/2[ ecos X =
2k-1, entdo k varia no intervalo:

a)]-1,0[b) [-1,0[ ¢) 10, %[

d) ]0,1[e) ] 72 ,1[

05) (PUC) O valor numérico da expressao :

y = cos 4x + sen 2x + tg 2x — sec 8x para x = 7/2 é:
a)2 b) 1 ¢)3

d)o e)4

06) (CESCEM) O menor valor que assume a expressao
(6 - senx), para x variando de 0° a 360°é:

a)7 b) 6 c)5

d)1 e)-1

07) (CESCEM) Os quadrantes onde estao os angulos a.,
B e 6 tais que :

sena<0 e cosa<0

cos B<0 e tgf <O

sen® >0 e cotg® > 0sdorespectivamente :

a) 3°,2°, 1° b) 2, 1°,3°
0)3°1°,2° dy 1°,2°,3°
€) 3°,2°,2°




08) (CESCEA) Seja A — B, B = {xeR| 0 <x <21} o
dominio da fung¢do f, dada por: f(x)= 1-sen’ x )
I1+senx
Entdo, A éigual a:

a) {xeB|x #m/2ex#0}

b) {xeB|x #mn}

¢) {xeB|x #3n/2}

d) {xeB|x=3n/2}

09) (CESCEA) As raizes da equagdo
xX’—(2tgax—1=0sdo:
a) tg a £ cossec a
c)tgatseca

b)tgatcosa
d) ndo sei

10) (CESCEM) O seno de um dos angulos agudos de
um losango ¢ igual a 2 portanto a tangente do maior
angulo interno € :

a) -1 b) -3 ) ~¥3
2 3
d) RE] e) RE}
3 2

11) (MACK) Sendo 4sen x = 3 cos x , para qualquer
valor real de x entdo tg x vale :

a) Vs b) 4/3 o)1

d)—-% e)—4/3

12) (FUVEST) O menor valor de , com X real,
3—cosx

é:

a) 1/6 b) Va c)

d)1 e)3

13) (FUVEST) Dado o 4ngulo oo = 1782°, entdo :
a) sen o = - sen 18°; cos o = cos 18°%; tg o = - tg 18°.

b) sen o = - sen 18°%; cos o = - cos 18% tg oo = - tg 18°.
c)sen o= sen 18% cos o = cos 18°% tg o = tg 18°.

d) sen oo = sen 18°; cos oo =-cos 18% tg a = tg 18°.
e) sen o = sen 18° cos o = cos 18°; tg a = - tg 18°.

14) (MACK) Assinale a alternativa correta :
a)sen 1 >sen 3 b)sen 3 <sen 5 c)sen 5 >
sen 6 d) sen 6 > sen 7 e) sen 7 > sen 1/2

15) (FATEC) Se x ¢ um nuimero real tal que
sen’x — 3sen x = - 2, entdo x ¢ igual a :
a)n/2+hn,heZ
c)3n/2+h2n,he Z
e)n/4+hn,heZ

b)3n/2+hn,heZ
d)yn/2+h2n,he Z

16) (GV) O menor real positivo que satisfaz a equagao
2sen’x —3cosx—3=0¢:

a)m b) 8n/3 ¢) 3w

d) 14n/3 e) nda

17) (FEI) Se 0 <x < w/4, ¢é valido afirmar-se que:
a) sen (1/2 - X) = sen X

b) cos (7 - X) = cos x

¢) sen (1 + X) = sen X

d) sen (n/2 - X) = cos x

e) cos (T + x) = sen x

18) (UNAERP) Sendo sen x = % ; x€Q, o valor da
expressao (cos® X). (sec” x) + 2senx é:

a) zero b) 1 c) 3/2

d)2 e)3

19) (CESGRANRIO)O nUmero de raizes reais da

equacao

3/2+cosx=0¢:

a)0 b) 1 c)2

d)3 ¢) maior do que 3
GABARITO

Nivel 1

Ol)mzi 02) 0<n<l

03) n2—6 ou nﬁ—ﬁ

3 3
04) 3 solugdes 05) 2 solugdes
06) 3 solugdes 07)C 08)B 09)B

Nivel 11

01)C 02)A 03)C 04)C 05D 06)C 07)A
08)C 09)C 10)C 11)A 12)B 13)A 14)A
15D 16)E 17)D 18)D 19)A 20)D




VI. Funcées Complementares

V1.1 — Funcao Tangente:

Definimos como tangente a fun¢do dada
pela seguinte relagao:

seén x

1gx =
COS X

Vamos analisar o seu dominio. Como
temos um cosseno no denominador, temos que
assegurar que esse COSSeno nunca seja zero, caso
contrdrio se teria uma operagdo proibida na
matematica, que € a divisdo por zero. Do capitulo
anterior vimos que 0 cosseno € zero apenas nos

angulos da forma kx +§ , ke Z. Assim, podemos

dizer que a funcdo tangente ¢ definida em todos os
reais exceto nos angulos que zeram o cosseno.
Logo, definimos formalmente:

f:0 \{k7r+%, keZ}—)D tal que f(x)=tgx.

A respeito da sua paridade, temos que a fungdo
tangente ¢ impar, pois ¢ a razdo de uma fungao
impar com uma fun¢do par. Como fazem parte do
seu dominio angulos da circunferéncia
trigonométrica, a partir do angulo 180° tudo se
repete, isso caracteriza a fungdo tangente com uma
funcdo periodica. Segue a baixo o grafico da
funcdo tangente.

V1.2 — Funcao Secante;
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Definimos como secante como sendo a

funcdo dada pela seguinte relacao:

S€CX =
COS X

Vamos analisar o seu dominio. Como
temos um cosseno no denominador, temos que
assegurar que esse COSSeno nunca seja zero, caso
contrario, teria uma operacdo proibida na
matematica, que ¢ a divisao por zero. Do capitulo
anterior vimos que o cosseno ¢ zero apenas nos

angulos da forma kx +% , ke Z. Assim, podemos

dizer que a fung¢do secante ¢ definida em todos os
reais exceto nos angulos que zeram o cosseno.
Logo, definimos formalmente:

f:0 \{kﬂ'-l—%, keZ}—)D com f(x)=secx.

A respeito da sua paridade, temos que a fungdo
secante € par, pois € proporcional ao inverso do
cosseno, apenas, que ¢ uma func¢do par. Como
fazem parte do seu dominio 4angulos da
circunferéncia trigonométrica, a partir do angulo
360° tudo se repete, isso caracteriza a funcao
secante com uma fungdo periddica. Segue a baixo
o grafico da fungdo secante.

V1.3 — Funcao Cossecante:

Definimos cossecante como sendo a funcio
que ¢ dada pela relagdo:




COSSECx =
Senx

Vamos analisar o seu dominio. Como
temos um seno no denominador, temos que
assegurar que esse Seno nunca seja zero, caso
contrario terd uma operacdo proibida na
matematica, que € a divisao por zero. Do capitulo
anterior vimos que o seno € zero apenas nos
angulos da forma kz, ke Z. Assim, podemos

dizer que a funcdo cossecante ¢ definida em todos
os reais exceto nos angulos que zeram o cosseno.
Logo, definimos formalmente:

f:O0\kz, keZ} -0 tal que f(x)=cossecx.

A respeito da sua paridade, temos que a fungdo
secante ¢ impar, pois sO depende (de maneira
inversamente proporcional) do seno, que ¢ uma
funcdo impar. Como fazem parte do seu dominio
angulos da circunferéncia trigonométrica, a partir
do angulo 360° tudo se repete, isso caracteriza a
funcdo cossecante com uma fungdo periodica.
Segue a baixo o grafico da funcao cossecante.

COSSeC X

\_/

V1.4 — Funcio Cotangente;
Definimos como cotangente como sendo a
relagdo expressa por:

Vamos analisar o seu dominio. Como
temos um seno no denominador, temos que
assegurar que esse Seno nunca seja zero, caso
contrario teria uma operacdo proibida na
matematica, que € a divisao por zero. Do capitulo
anterior vimos que o seno & zero apenas nos
angulos da forma kz, keZ. Assim, podemos

dizer que a funcdo cotangente ¢ definida em todos
os reais exceto nos angulos que zeram o seno.
Logo, definimos formalmente:

f:0\{kr, keZ} >0 ,tal que, f(x)=cotgx.

A respeito da sua paridade, temos que a
funcdo cotangente ¢ impar, pois se trata de uma
razdo entre fungdes par e impar. Como fazem parte
do seu dominio angulos da circunferéncia
trigonométrica, a partir do angulo 180° tudo se
repete, isso caracteriza a funcdo cotangente com
uma funcao periddica. Segue a baixo o grafico da
funcao cotangente.

VIS — Resumo dos periodos das funcdes
complementares;

A tabela abaixo mostra como se comportam
os periodos das fung¢des complementares, tendo
por base os seus graficos. Admitirmos que essas
fungdes sejam periddicas € um tanto quanto 6bvio,
pois como vimos elas dependem diretamente das
fungdes seno e cosseno que apresentam periodos
bem definidos.

Fungao Periodo
tangente V4
secante 2r
cossecante 2r
cotangente T




V1.6 — Relacio Fundamental da Trigonometria;

Da figura acima, como o triangulo AOP,P;
¢ retangulo de lados sen(x), cos(x) e 1, podemos
aplicar o teorema de Pitdgoras. Dai temos a
seguinte relagdo:

cos’ x+sen’x=1

Esta relacdo ¢ uma das mais importantes da
trigonometria e ¢ conhecida como Relagdo
Fundamental.

V1.7 — Relacoes Decorrentes;

A partir da relacio fundamental da
trigonometria, podemos desenvolver duas outras
relagdes muito importantes que serdo muito Uteis
para a resolucdo de exercicios de maiores graus de
dificuldade: Veja!!!!

Sabe-se que: cos’x+sen’ x=1(I), V xeR.

1. Seja cosx#0. Dividindo (I) por cos’x
temos:

2. Seja senx # 0. Dividindo (I) por sen’x
temos:

cot g’x+1=cossec’ x

VI.8 — Localizacao da tangente, da secante, da
cossecante e da cotangente mno _ circulo
trigonométrica;

Onde estdo a tangente, secante, cossecante
e a cotangente no circulo trigonométrico?

l. tgx=PC;
2. secx =O0P,;

Veja graficamente, que
podemos estabelecer
uma desigualdade importantissima:

PIB<@C<132C<I’20:>senx<x<tgx<secx

D 7
3. cotgx=DP,; 7
4. cossecx =O0P,; x

PIBANCIOH
Nivel |
1-) Simplifique as expressdes abaixo:

sen’x COS X — COS xsen’x
a-) bo)

senx COS2 X +sen3x

cos® x+sen’xcosx

2 2
g x—sen"x

c-)

sen2x 0052 x+sen4x

2-) (UFRJ -2000) Sejam O=(0,0),P=(5,2)eP
=(2,5). Girando em torno de O, no sentido
trigonométrico (anti-horario), o segmento OP de um
certo angulo g, o ponto P transforma-se no ponto P’.
Determine cosq.

3-) (UFES —2002). Os valores x € R, para os quais a

expressao ¢ o seno de um angulo, sdo
3+ x
4-) (UFBA - 1999) As expressoes
4
E, = _l-tgx E, = 1 sdo equivalentes.
cos’ x —sen* x cos’ x
Justifique.

5-) (UFCE) Supondo tg a definida , calcule o valor da
expressdo: (1 -sen’a).(1+tg’a )éiguala:

6-) Calcule o wvalor numérico de [ tal que:
_ c0s 30°—cos 30° sen’18°

~ (cos? 22° cos® 60+ sen>22° sen*30)cos? 18°

7-) Calcule o valor numérico de [ tal que:
~ 4lcos” 360°— cos" 360° sen”79°)
(cos2 27°cos” 60 +cos” 63° sen’ 30)cos2 79°




8-) Determine o periodo e calcule os valores maximos e
minimos das fung¢oes abaixo:

a) f(x)=3senx
¢) f(x)=1-2senx

b) f(x) =1+2senx
d) f(x)=2cos2x

a-) f(x)=2senx

b-) f(x)=2+5senx

c-) f(x)=4-3sen2x d-) f(x)= 5sen§

e-) f(x)=rmen3x

f-) f(x)= Zmeng

9-) Determine os valores maximos e minimos das

fungoes abaixo:

a-) f(x)= 7sen(3\/;)
c-) f(x)= lOsen(ex _2e—x J

e-) f(x)= 2z cos(xe’“ - 1)
n

g-) f(x) = 2sen(log(tgx))

~ _ 3
i) f(x)= 10sen( 2)

b-) f(x) = 27ven(log kx)

d-) f(x) =2cos(x—3)

) f(x)= Y2xsenx

he) £(x) = 30!cosx

cot gx

k-) f(x)=10cos(x)

10-) Analise as fungdes e diga se essas sdo pares,
impares ou nem pares e nem impares:

a-) f(x)=2senxcosx

) f(x)=

7ven’ x cos xtgx

e-) f(x) = 4tgxsen’x

T COSXSECX

g) f(x)=

senx++/1—cos® x

b-) f(x) __2senx

COS Xigx

d-) f(x)=xsenx

7T COS XIgXx

f) _ JreosSXisx
7 \1—sen’x
&) f(x)=

\1-cos® x
sen’x\J1+cotg’x 2

11-) Simplifique as expressdes expressando-as apenas
em fung¢do de senos e cossenos.

) sen’x b) sen’x)cos® x
a 2 2
COS XIgx sec” x\g " x

cot g°x sen’x
C) 5 d) 2 3
icos sec xicos x) (1—cos” x)  tgx
(cotg’x +1)

K (cos sec’ x)(cos x) (1-cos” x)

12-) Esboce os graficos das func¢des abaixo:

e) f(x)=-2sen2x f) f(x)= 3sen(x + %J

2) f(x)=2+cos[x—%J h) f(x) =l—COS(x—%j

13) (FUVEST) Na figura a seguir, a reta r passa pelo
ponto T = (0,1) e ¢ paralela ao eixo Ox. A semi-reta Ot
forma um angulo o com o semi-eixo Ox (0° < a < 90°)
e intercepta a circunferéncia trigonométrica e a reta r
nos pontos A e B, respectivamente.

A éarea do tridngulo TAB, em fun¢ao de a, ¢ dada por:
a) (1 - sena)/2. cosa

b) (1 - sena)/2. sena

¢) (1 - sena)/2. tga

d) (1 - sena)/2. cotgo.

e) (1 - sena)/2. seca.

"

GABARITO
Nivel I
1) (a) senx  (b) cos’ x (c) tg°x
20 1
2)cosg=— 3) x=>2—— 5)1
)cosq 29 ) 5 )
6) 43 7) 16

8) (a) P =27z ; Max =2; mim = -2
(b) P=2x;Max =7; mim = -3
(¢) P=7n;Max=7, mim=1
(d)P=4rx ; Max = 5; mim = -5

(e)P:z—ﬂ-; Max =7; mim = -1t
3
(d) P =67 ; Max = 21; mim = -21

9) (a)impar (b)constante  (c)impar (d)par




(e)par (f) impar (g)impar
(h)impar
10) (a) Max = 7; mim = -7
(b) Max = 2m; mim = -2n
(c) Max = 10; mim =-10
(d) Max = 2; mim = -2

2r . 2r
(e) Max = —; mim=——

n n
(f) Max = m;mim=@
(g) Max = 2; mim = -2
(h) Max = 30!; mim = -30!
(1) Max = 10; mim =-10
() Max =-10; mim =-10

11) (a)senx  (b)cos’ x (c) sen’x cos x
cos x senx
(d) —
sen’x  cOSX

13)C




VII. Operacoes com Somas e Subtracoes

Para o aprofundamento do estudo de
trigonometria, faz-se necessario o desenvolvimento
de novas relagdes que envolvam seno, cosseno e
tangentes de soma e subtracdo de angulos. A
necessidade desses desenvolvimentos se da,
principalmente, quando estudamos equacdes que
envolvem termos trigonométricos. A partir de
agora estaremos colocando wuma série de
demonstracdes e vamos utilizar alguns conceitos
de geometria analitica. Acompanhe o raciocinio
abaixo:

R

Vamos achar a expressdo de cada ponto do
desenho acima.

B(cos(=p),sen(=7)) £(1,0)

P,(cosa,sena)
P,(cos(a + f),sen(a + f))

Como sabemos que, numa circunferéncia, angulos
iguais subentendem arcos iguais, temos:

PP,=FP,

Assim:
(dpp)* = (cos f—cosa)’ +(—sen f—sena)’ =

=2+2senasen f—2cosacos fB
(dpp, ) =(1-cos(a + f))* +(0—sen(a + )’ =
=2-2cos(a+ f)

(dpp)*=(d )" =
2-2cos(a+ )= 2+2senasen S —2cosacosff
assim chegamos que:

cos(a + ff) =cosacos f—senasen

Para calcular cos(a — ) basta substituir f por
(=) e utilizar a paridade das fungdes seno e
cosseno. Logo chegamos que:

cos(a — ) =cosacos f+senasen [

Sabendo que sen(a + f) = cos(% —(a+ ﬂ)} =

=Cos ((% - aj -p j aplicamos a formula acima,ja

demonstrada. Veja que:

4
+sen(5—ajsen,8 = senacos f+senffcosa .

| S E——
cos

Assim:

sen(a + ) =sena cos f +sen fcosa

Para calcular sen(a — ) basta substituir S por
(—p) e utilizar a paridade das fungdes seno e
cosseno. Logo chegamos que:

sen(a — f) =sena cos f —sen fcosa

Vamos calcular tg(a +b):




sen(a +f)
cos(a + f3)
sen cos f+sen fcosa

tg(a+b)=

. Dividindo toda a fragao
cosa cos f—senasen

pelo produto cosa cos 5, temos:

sen a cos N sen ffcos

cosacos B cosacosf

‘g(a+b)= cosacos S senasenf
cosacos  cosa cos f

_tga+igp

- tgatg

Assim,

Para calcular 7g(a— ) basta substituir f por
(—f) e utilizar a paridade das funcdes seno e
cosseno. Logo chegamos que:

tg(a—b) = tga—tgb

1+tgatgh

Utilizando as formulas demostradas acima, vamos
calcular alguns resultados muito importantes que
nos pouparao tempo em resolu¢ao de determinadas
questoes:

a)sen(2x) = sen(x+ x) = sen xcos x + senx cos x =

sen(2x) = 2senx cos x

b) cos(2x) = cos(x + x) = cox.cos x — senx.senx =

Da relagdo fundamental temos que:

cos’x=1-sen’x. Substituindo na expressio
acima temos uma segunda maneira de escrever o
cos(2x).

cos(2x) =1—-2sen’x

Podemos ainda substituir na expressdo acima a
relacdo fundamental sen’x =1-cos’x. Com essa
substitui¢do chegamos em uma terceira maneira de
escrever o cos(2x).

cos(2x) =2cos” x—1

t t
) tg(2x)=tg(x+x)= fexrigy _
1—tgx.itgx

Desenvolvendo as expressdes do cos(2x),

demonstradas acima, chegamos nas seguintes
relagdes:

No capitulo que envolve a resolugdo de equagdes
trigonométricas, veremos a necessidade de se ter
expressoes de seno, cosseno e tangente em fungdo
de uma tnica linha trigonométrica. Vamos entao

n X
expressar senx,cosx e tgx em func¢io de tg(zj :

a)sen x =2sen (%j cos (gj . Vamos multiplicar e

ao mesmo tempo dividir essa equagdo por




secz(
X X
senx =2sen| — |cos| — |.—————%
3)=(3)
X X o x x
2sen| — |cos| — |.sec”| — d
(2) @ @_ 28

l+tg2£ 1+1g g

2
sec” x

1-) Calcule:

a) sen75° b) Sen(22,5)" C) senl20°
d) senl5° €) senl05° f) cos75°
g) cos105° h) cos(22,5°) 1) cosl15°

j) 1g75° 1) 1g15° m) 1g(22,5°)

2-) Determine entre que valores a variavel m pode
variar para que as igualdades abaixo fagam sentido.
a) sen(2x+1)=3m-5 b) sen(x—-3)=m-1

3-) Os valores de x que satisfazem, a0 mesmo
tempo, as equagoes sena=x—1 e cosa=+2—x
sdo:

a)0e-1 b)0el c)le2

d)le-2 e)nda

4-)Dado que sen’x = 2—17 ,com 0<x< % , 0 valor

de cos’ x é:
26 8 16
= b) — ikl
) 27 ) 27 © 27
ol 1
27 3

5-) Verifique as identidades abaixo:
sen’x.cos x.tgx

> = senx
(1-cos” x)
2
Sen”x.cos X.cotgx
b) > &Y _ senx
(I—sen”x)

sec’ x.cosx.tgx sen’x

C =
(1+tg°x).cotgx  cosx

sen”(x—y).cos(x”).cotg(x*)

(—cos* (xr—y)ysenint) o8 ()

e)cotg’a.cos’ a = cotg’a—cos’ a

f) tga(l—cotg’a) +cotga.(1-tg*a) =0
g) tg’a—tg’h=sec’ a—sec’ b

1-tg’x

h
) 1+1g°x

=cos2x

. sena—2sen’a
1) —————=1ga
2cos’ a—cosa

Nivel I

01) (FEI-95) Se cosx = 0,8 ¢ 0<x <m/2 entdo o
valor de sen2x é:

a) 0,6 b) 0,8 ¢) 0,96

d) 0,36 e) 0,49

02) (FUVEST-95) Considere um arco AB de 110°
numa circunferéncia de raio 10cm. Considere, a




seguir, um arco A'B' de 60° numa circunferéncia
de raio Scm.

Dividindo-se o comprimento do arco AB pelo do
arco A'B', obtém-se:

a) 11/6 b) 2 c)11/3

d) 22/3 e) 11

03) (MACK-96) Se sen x = 4/5 e tg x < 0, entdo tg
2x vale:

a) 24/7 b) -24/7 c)-8/3

d) 8/3 e) -4/3

04) (FEI-94) Se cotg(x) + tg(x) = 3, entdo sen(2x)

¢ igual a:

a) 1/3 b) 3/2 c)3

d)2/3 e) n.d.a.

05) (FUVEST-94) O valor de (tg 10° + cotg 10°).
sen 20° é:

a) b) 1 c)2

d)5/2 e) 4

06) (CESGRANRIO-95) Se senx - cosx = 1/2, o
valor de senx. cosx ¢ igual a:

a)-3/16 b) -3/8 c) 3/8

d) % e)3/2

07) (FATEC-95) Se sen 2x = 1/2, entdo tg x + cotg
x ¢igual a:

a) 8 b) 6 c)4

d)2 e) 1

08) (FUVEST-89) A tangente do angulo 2x ¢ dada
em func¢do da tangente de x pela seguinte formula:
tg 2x = 2 tgx/(1 - tg’x).

Calcule um valor aproximado da tangente do

angulo 22°30".
a) 0,22 b) 0,41 ¢) 0,50
d)0,72 e) 1,00

09) (MACK) O valor de y— ¥2:516+45") oy 4

Cos x

kn, keZ, é:

a) sec X. sen x + 1 b) tg x

c) sen X + cos X d) sec x —tg x
e) 1 + secx

10) (UNICAMP-95) Encontre todas as solucdes do
sistema:

sen(x+y)=0 e sen(x-y)=0
que satisfacam 0<x<nm e 0<y<m.

11) (FUVEST-93 - Adaptada) O valor maximo de:
f(x, y) =3cos x + 2seny é:

a) g b) 3 c)Sg d) Vi3
e)s

12) (FATEC-96) Se x - y = 60°, entdo o valor de
(senx + seny)’ + (cosx + cosy)’ ¢ igual a:

a)0 b) 1 c)2

d)3 e)4

13) (FGV-94) Reduza a expressdo mais simples
possivel:
a) (cos 15° + sen 15°)2;

14) Dado que sen x. cos x = m, calcule o valor de:

4 4 ~
y=sen X +cos Xez= sen’® x + cos® x, em fung¢do
de m.

15-) Calcule o valor numérico de [/ tal que:
~ 4fcos” 360°— cos" 360° sen79°)
(cos? 27° cos® 60+ cos® 63° sen*30)cos® 79°

16-) Elimine x do sistema.
tgx+secx=m b sen(2x)+cos(2x)=m
a
secx—Igx=n cos(2x)—sen(2x)=n
— 2 = 2 — ] =
0 {1 sen”(2x)=m d) {2 cos" x—1l=m

Senx+Ccosx=n Senx—CoSXx =n

17-) Verifique as identidades abaixo:
a)2sen’x—1=sen'x—cos* x
b) (2-cos® x)(2+1g°x) = (1+2tg°x)(2 — sen’x)

GABARITO
Nivel 1
1)(a>—ﬁ1 SOR=t (c)?

@ TS G
BEEE=LIN L2 Beds




() 2+3 1 2-3 (m) V2 -1

2)(a)§£ms2 b)0<m<2
3)C 4D
Nivel 11

VIII. Transformacoes

VIII.1 — Transformacio de soma de senos em
produto;

Nessa secdo vamos ver como fazer
transformagdes que simplificam muitos problemas
no momento em que aparece soma de senos.
Muitas vezes transformar essas somas em produtos
simplifica as coisas.

sena+senb=? Vamos chamar a=p+q e
b= p—q.Resolvendo o sistema abaixo temos:
a=p+q a+b a—b
=>p= e q=
b=p-q 2 2

sen(p +q)+sen(p—q) = (sen pcosq +M)
+(sen pcosq — M) 2sen pcosg. Como

_a+b . a—
P 2 7= 2

expressao acima chegamos a:

, a0  substituir na

sena-+senb = ZSen(anrb)cos(a

VIII.2 — Transformacao de diferenca de senos
em produto;

No caso da diferenca de senos temos:

sen(p+q)—sen(p—q)= (se\npw + senq cos p)
—(M —seng cos p) = 2senqcos p

a+b a->b
Como p:T e q=

, ao substituir na

expressao acima chegamos a:

01)C 02)C 03)A 04)D 05)C 06)C 07)C
08) B 09) A 10) S = { (0, 0), (0, ), (m, 0), (),
(n/2,7/2)} 11)E 12)D 13)a)3/2;b) 1
14)y=1-2m%*z=1-3m’ 15)

sena —senb = ZSen(a ;b)COS(a;b)

VIII1.3 — Transformacio de soma de cossenos em
produto;

cosa+cosb=? Vamos  chamar a=p+q e
b= p—q. Resolvendo o sistema abaixo temos:
{a=p+q :p:a+b . qza—b

b=p-q 2 2

cos(p+q)+cos(p—q) = (cos pcosq —M)
+(cos pcosg + M) 2cos pcosg. Como

a+b . a-—
p= 2 1= 2

expressao acima chegamos a:

, ao substituir na

cosa+cosh = 2cos( )co (

VIIl.4 — Transformacio de diferenca de
cossenos em produto;

Queremos: cosa—cosb=7? Vamos chamar
a=p+q e b=p—qg. Resolvendo o sistema

abaixo temos:

a=ptq N _a+b . _a-b
b=p-q P 2 7 2
cos(p+q)—cos(p—q) = (M—senqsenp)

—(M+senqsen p)=—2sengsenp.




+ - o i
Como p:a—zb e ¢q= a b, ao substituir na Nivel |

2 1-) Calcule send4x em fungdo de sen2x e cos 2x.

expressao acima chegamos a:
2-) Calcular sen3x em fungdo de senxe cosx.

3-) Calcule cos 4x em fungao de sen2x e cos 2x.

cosa—cosh=-2 sen(a ; b)sen(

4-) Calcule tgbx em fungdo de tg3x.

5-) Calcule sen(6A) em fungao de sen(3A) e
cos(3A).
VII1.4 — Fazendo o processo inverso;

6-) Transforme em produto as expressoes:

Muitas vezes temos que fazer o processo inverso, a) senSx + sen3x b) sen3x+ senTx

ou seja, transformar produtos de linhas ) sen5x—sen3x d) sen8x—sen2x
trigonométricas em somas ou diferengas. A técnica e) cos 7x+cosllx f) cos x+cos3x
para esse processo ¢ semelhante a usada acima. g) cos 4x —cos 2x g’) cos9x — cos5x
Vamos chamar a=p+q e b= p—gq. Resolvendo P . 57
esse sistema, temos que: h) COS(Z} 08 2x 1) cosdx - COS(T]

a+b a—>b
p= 2 ©4= 2 OBS:p>q. Fazendo a i) cos4x+sen(2x+ ”) k) cos8x+sen(%)

substituicdo na formula da soma de senos, temos:

1) cos5x—sen| 3x+— j m) cos 9x +senSx

}rsen 7x+z
6

sen pcosq = %(sen(p+q)+sen(p -9))

7

n) sen| 3x ——

6
Adotando o mesmo raciocinio, temos as expressoes 0) 005(3 x=" l4cosl 7x+ %
abaixo: 6 6
b 7
p) sen(?;x - gj —sen| Tx+ i

sengcos p = %(sen(p +q)—sen(p —Q))

T T
cos| 3x—— |—cos| 7x+—
? ( 6) ( 6

7-) Calcule sen2x em fung¢ao de tg(zj

)

COS pCosq = %(cos(p +q)+cos(p— q))
e | 8-) Calcule cos2x em funcdo de tg[

il

2
1 9-) Calcule tg2x em fungdo de tg(gj
sen psenq = —E(COS(p +q)—cos(p— Q))

10-) Calcule sec2x em fungao de tg(

1 11-) Calcule cot gx em funcao de zg
i CAll O

12-) Calcule sen4x em fungdo de zgx.




13-) Calcule cos4x em funcao de #gx.

14-) Simplifique as expressdes abaixo:
cos3x—cosSx cos 7x —cos x

b
sen3x + senSx ) sen2x+ senbx
cos4x +cos 6x cos2x +cos 6x
) ————— d) ————
sen9x — senx sen7x — senx
cos4x+cos 6x cos4x —cos 6x
sen(2x) D 5x
2 cos(j
2
4sen(2x) cos X
cos9x—cos7x 2
g) h)

sen9x — senx

X
sen(4x) .sen(zJ

15-) Facga o processo inverso, ou seja, transforme
os produtos em soma ou diferencas.

a) 2sen(4x)cos(3x) b) cos(4x)cos(3x)
c) sen(Sx)sen(2x) d) sen(x)sen(2x)
e) sen(x)cos(5x) f) cos(5x)sen(3x)

(x)

V4
g) Sen(3x + jsen( x—Ej
h) sen(2x ]cos(Sx + ]

2
1) cos(x - —) cos(4x - Z]

6

. V4 T
1) sen(Zx — ?Jsen(@c + 3 J

16-) Calcule sen3x em fungdo de senx apenas.

17-) Calcule tg3x em fun¢do de 7gx apenas.

18-) Calcule zg4x em funcao de zgx apenas.

Nivel I1

1) (FEI-94) Transformando a expressao:

(sen a + sen b)/(cos a + cos b), onde existir, temos:

a)sen (a+Db) b) l/cos(a+b)
c) cotg[(a+ b)/2] d) tg[(a + b)/2] e)
1/sen(a + b)

2) Se a—b =m/2, determinar o valor de
_sena—senb ,
 cosa+cosh
a)2 b) 1 c)0 d)-1
e)-2

3) (FEI) A expressdo y =sen X + cos X pode ser
escrita na forma y =k. cos(x - n/4). Determine o
coeficiente k.

a) -2 b) -1 c)0 d) 1
e) V2

4) (FUVEST-96) Os niimeros reais sen (1/12), sen

a, sen (5n/12) formam, nesta ordem, uma
progressao aritmética. Entao o valor de sen a é:

a) b) & 0) 2 4 Y&
e)g

5) (FGV-94) Reduza a expressio mais simples
possivel:

a) (cos 15° +sen 150)2;

4100 4 1n0
10 — 1
b) cos 10” —sen” 10

c0s20°

6) Calcule o valor numérico das expressoes:
a) A =sen % sen 3% b)B=
12 12

cos = cos~
8 8

7) Prove que: 16 sen 10°. sen 30°. sen 50°. sen 70°
=1.

GABARITO
Nivel I
1)2sen(2x)cos(2x) 2) 3senxcos’ x —sen’x
3) cos’(2x)—sen’(2x)  4)—8X
1—-tg”3x

5) 2sen(3A4)cos(3A4)

6)(a) 2sen(4x)cos(x) (b) 2sen(5x)cos(2x)
(c) 2sen(x)cos(4x) (d) 2sen(3x)cos(5x)
(e) 2cos(2x)cos(9x) (f) 2cos(2x)cos(x)
(g) —2sen(3x)sen(x) (g’) —2sen(Tx)sen(2x)

(h) —25671(7Z al lesen(” _8ng

8




0 _ZSen(16xg5njsen(16x—5;zj

8
() 2cos(3x)cos(x) (1) —2sen(4x)sen(x)

m) —2sen 7x+ 2 | sen 2x—£j
4 4

n) 2sen(9x)cos (2x + %)
0) 2cos(5x)cos £2x + %j

p) —2cos(5x)sen (Zx + %)

13) 1-6tg°x+1tg*x

12) 4tgx (1 - tgzx)
(l +tg2x)2

1-tg’x ’
(1-1°x)

Nivel 11

Q) 2sen (Sx)s en(2x+%j

sl )
(<) )

s sfifotl) o ()
[ng [;D ~4g° (gj 1-61g’ (;j R tg{;)

DD 2B HE HD Ha3zb) 1 6a) L2y 2,

IX. Equacdes Trigonométricas

Finalmente chegamos ao assunto principal
desse ano. Repare que vocé aprendeu muitos
topicos de Trigonometria, na verdade, vocé
adquiriu muitas ferramentas, que até agora so
puderam serem usadas em topicos especificos para
tais assuntos. Essa parte da Trigonometria ¢ de
suma importancia, pois muitos fendmenos da
natureza, situagdes do dia a dia, se comportam de
maneira ciclica, ou periodica e podem ser definidas
ou externadas sob fungdes trigonométricas. Para
isso € necessario que saibamos resolver alguns

tipos de equagdes que envolvem linhas
trigonométricas, seno, cosseno e tangente.
O fato ¢é que qualquer equagdo

trigonométrica que possa ser resolvida, no final, se
resumira a uma equagao do seguinte tipo:
1. sena =senp

2. cosa=cospf

3. ga=ugp

28

Vejamos com detalhes como resolver essas
equagoes.

IX.1 — Equacio do tipo sena = senf};

seno

K B

Nosso objetivo aqui € descobrir que
relagcdes devem existir entre a e f, para que os seus
senos sejam iguais. Para isso ser possivel, temos
que conhecer P e tentar expressar a como funcao
de B.

Chamamos de B o angulo AOB e de o o dngulo
BOD. Veja que o e P tém o mesmo seno e o
angulo DOK também vale f. Como o angulo COK
¢ um angulo raso, mede 180°, entdo temos que




COD + DOK = COK = 180°, ou seja, a+f=r.
Assim, vemos que todo par de dngulos, cuja soma
¢ m, tém senos iguais. Logo, chegamos as seguintes
solucgoes:
a=p
sena=senff= |,
a=r-p0
Claro que essas sdo solugdes da minha equagao,
mas... € 0 angulo B+2x. Serd que esse também ¢
solug@o? Ele também ¢ solugdo, pois ¢ congruo com
o angulo B. Na verdade todo angulo que ¢ congruo
com [ também ¢é solugdo, pois as fungdes
trigonométricas nao estdo preocupadas com angulos
e sim com as posigdes desses angulos na
circunferéncia trigonométrica. Assim, sdo solucdes
da equacdo, os angulos g + (maultiplos de 2x), ou
seja, os angulos da forma p+2kx. Resumindo,
temos:
a=p[+2kr

sena = senfi =
a=rx-pF+2krx

Veja o exemplo: Resolver a equagdo senx:%.

Nao sabemos comparar Se€nos com nﬁmeros, mas
sabemos comparer senos com outros senos, assim
podemos reescrever  a equa(;ﬁo como sendo:

senx = sen (%} , logo:

1-) Resolver as equacdes trigonométricas. Todas
essas sio do tipo sena = senf:

Resumo: sen = senp= |*=P+27
a=rx—-L+2kr
3
a) senx =—1 b) senx = =
2
C) senx = > n) senSx = sen3x

d)sen’x—senx=0 ) sen2x=%

e) 2sen’x—3senx+1=0
f)2cos® x =1-senx g)

4sen*x—11sen’x+6=0

h) 2senx —cossecx =1 1) 3tgx =2cos x

2

k) sen3x = 1) sen2x = senx m) Sen[x_ﬁj 3
3

0) ZSenx‘senx‘ +3senx =2

D) {sen(x+ y)=0

X-y=rm

IX.2 — Equacao do tipo cosa = cosf:

Nosso objetivo aqui ¢ descobrir que
relagdes devem existir entre a e f§, para que os seus
cossenos sejam iguais. Para isso ser possivel,
temos que conhecer P e tentar expressar ¢, como

funcao de B.

A Chamamos de B o
; angulo AOB e de o 0
A angulo BOD. Veja
LG c que o ¢ B tém o
mesmo cOSseno.
Veja que 0s
triangulos AAOB e o
ABOD sao
congruentes, pois AO ¢ igual a OD que ¢ igual a 1,
OB ¢ comum para ambos e ambos sdo triangulos
retangulos (caso LLA), assim possuem ambos a
mesma abertura AOB ¢ BOD que ¢ igual a 3.

cosseno

D

Como « estd no sentido negativo, dizemos que
a=—f. Como vimos no caso dos senos, na
verdade existem infinitas solu¢des para essa
equacao, pois qualquer angulo congruo com S ou
com —/f, satisfaz essa equagdo. Logo temos as
seguintes solugdes para essa equacao:

o=p+2kr
, com k ell
oa=—f+2knr

cosa =cos f =

Veja o exemplo: Resolver a equacao cosx=—3.

Nao sabemos comparar COosSenos com m'lmeros,
mas sabemos comparar cossenos com outros
cossenos, assim podemos recscrever a equagﬁo

como sendo: ¢ogy = COS(Z] , logo:
3




x=£+2kﬂ'
3 kel
x=—£+2k7r

3

2-) Resolver as equacdes trigonométricas. Todas

essas sio do tipo cosa =cosp:
a=p[+2kr

Resumo: cosa = cos g =
a=—-p+2kn

a)Cosx:_lb)cosng C)cosx=g

d)cos® x+cosx=0 €)sen’x=1+cosx
f)cos2x+3cosx+2=0

g) 4cosx+3secx=8

h) 2sen’x + 6 cos x = 5+cos 2x

1)2cos” x=cosx j)cos3x—cosx=0

i
sen X COS X

l)COSS.X:COS(X"‘%J m)Sen2x+Sen4x+S€n6x:3

n)[gj(gjﬁ

xX+y=rx
, ache os valores de t para que o
senx + seny =logt

sistema tenha solucdo.

IX.3 — Equacao do tipo tga = tef:

Nosso objetivo aqui € descobrir que
relagdes devem existir entre a e P, para que os suas
tangentes sejam iguais. Para isso ser possivel,
temos que conhecer P (¢ dado) e tentar expressar a
como funcao de p.

Chamamos de B o dngulo AOB e de o o angulo
BOD. Veja que a e B sdo os tnicos angulos, dentro
de uma volta na circunferéncia, que possuem esse
valor (EC) de tangente. Da figura, temos que os
angulos AOB e FOD sio opostos pelo vértice, logo
sdo iguais. Assim, dizemos que o = f + 180°
satisfaz essa equagdo. Logo vemos que uma
solugdo para a equacdo ¢ a = 3 ¢ outra solugdo ¢ a
= B + 180° Certamente que existem infinitas
solugdes, que serdo todos os angulos congruos de 3
e p+180°.

T

Veja:
Se o angulo esta na posicdo do ponto A ele ¢
solugdo. Se estd na posi¢do do ponto D esse
também ¢ solucdao. Caso o angulo esteja no ponto
A, se a ele for somado m, chega-se no ponto D, se
for somado mais 7, volta-se para o ponto A. Isso
resulta em um ciclo e para chegar a qualquer
solucdo, basta acrescentar qualquer multiplo de &
ao angulo PB. Logo qualquer solugdo dessa equacao
pode ser escrita como:

a=pL+kr, com kel

3-) Resolver as equacdes trigonométricas.
Todas essas sio do tipo 1ga=1g[:

a=p+2kr
Resumos g - g - {a =7+ f+2kn
a)tgx=1 b) 1g3x=0 C)1gx= —\/g d)tg5x =tg3x
e)sec’ x=1+tgx f)tgx+cotgr=2 g)sen’x =cos’ x
h) senx—~/3 cos x =0

1) cossec? x =1—cot gr

_]) sen2x. cos(x + %j =cos 2x.sen[x + %)

Resumo tedrico

sen(a + b) = sena cos b+ senbcosa (I)
cos(a + b) = cos a cos b+ senbsena (H)
senx + seny = 2sen[ al j z ] cos[ al J_; y] (HI)
cosx+cosy:2cos(x+yjcos[x_y} (IV)
2 2
COSX—COS y = 72sen[x;yjsen[xgyj (V)
Z’g[zj (VI)

senx =

1+1gY X
g(zj




- tgz(fj v) Equagdes do tipo sen®x+cos®x=a, aplicamos a

cosx= 2 (VID) relagdo (XI) e antes de resolver verificamos se a
1+1g? [ij s 1
£ 12 obedece a relagao: " <a<l.
sen’x = 1250822 (VIII) 5 :
2 a)sen’x+cos®x == D) gens X 1 cost X =L
cos x = 1+cos2x (IX) 8 2 2 16
- 1
2 ) C) sen*x+costx=— d) sen'x +cos’ x = Bl
sen*x+cos® x=1- 3¢ 2% (X) 2 8
2 €) sen’x +cos’x =1
6 6 3sen’2x i E des:
senx 4 cos® x = 1 — (XI) uaisquer Equagdes:
senx + senSx —cos 4x
) =0, 0<x<27

30+ sen25x
b)Discuta, segundo m, as equagdes:

. . . . b.1) mcosx—(m+1).senx =m
4-) Resolver as equacdes trigonométricas. Aqui

vocé vai ter que desenvolver a sua proépria
técnica, até cair em uma daquelas do tipo que
vimos.
1) Algumas equagdes classicas: asenx+b.cosx=c a,
b, ceR.

Resolvo o sistema: {

b.2) senx+cos x =m
C)tga+tg(2a) =2tg(3a), a € [0,m/2).

GABARITO
1-) Resolver as equacées trigonométricas. Todas

essas sao do tipo:
sena = senf:

K b. =
a.senx +b.cos x c, acho o valor
sen’x+cos® x=1

do senx e do cosx. Pronto agora tenho duas

equacdes que sei resolver: senx=me cosx=n. a) §= {x eR|x= 37, an}
i1) Outra técnica importante ¢€: substituir senx por 2
(VI) e cosx por (VII) e teremos uma equagdo do 2* b) S :{x eR|x=Z+2%r ou x :2—”+2kﬂ}

grau em tg[gj . 3
C)S:{xe‘ﬁ|x:£+2kﬂ ou x:—”+2kﬂ}
a)sendx+cosdx =1 b)3.senx—cosx=—-/3 4 4

C) |senx] +|cos x| =1 d) senx +cosx =1 n) S:{xei}ﬂx:kﬂ ou x:£+k—”}
iii) equagdes do tipo 3 sens,(x)=0 OU 3 cos f(x)=0, 4
passamos a soma para produto e analisamos o d)s= {x eR|x=kr ou x=_+ 2kﬂ}
anulamento de cada fator do produto. 2
a)sen7x+senSx=0  b)senax+senbx=0 a, b € R\{0} j)S:{x€m|x:£+kﬂ' ou x:S—”+2kﬂ}
c)cosbx+cos2x=0 d) cosax+cosbx=0 a, b € R\{0} 12
T T St

e)sexe :COS(X-F%] f)senSx-}-San =2sen3x G)S Z{X eR | X =E+2kﬂ ou x:g+2kﬂ' ou x =?+2k7l}
g) cos x +cos(2x +a) +cos(3x +2a) = 0 f)
h) senx + sen3x + sendx + sen6x = 0 - _Z 7 _Ir
) : S=9xeR|x=—+2krmroux=—+2kmroux=—+2krx
1) cos® (x+a)+cos’*(x—a)=1 ])sen3x+cos2x —senx =1 2 6 6
K) senx +cos x + senx cos x +1=0 2) S:{xeﬂi|x=i—”+2k7r}
1 sen(x+y)+sen(x—y)=2 3

senx+cosy =2 h)
iv) Equacdes do tipo sen‘x+cos*x=a, aplicamos a S— {x eR|x=212kz oux="L+2%n ou x = 7_”+2k,,}
relagdo (X) e antes de resolver verificamos se a 2 6 6

~ 1 .
obedece a relacao: ESagl. l)S:{xe‘.R|x:%+2k7roux:%T+2kzz}




r 2krx r 2kn 3-) Resolver as equacdes trigonométricas. Todas
K)S=qxeR|x="+" ou x=—+—"" . .
4 3 2 3 essas sdo do tipo tga=1tgp:
1)s= {xei}ﬂx 2kr  ou x—%+¥} a)S:{erR|x:k7r+%} b)S:{xemxzszﬂ}
2
m)S:{xe‘J{x:ZT”+2k7toux=7r+2k7r} C)S={xe‘ﬁ|x=7+kﬁ}
T Sx d _ _kﬂ'
0) S= x69%|x:g+2k7z0ux:?+2k7r ) S= xe9%|x—7,kpar
T krw - krx 4
S={x,yeR|x==+"= ou - " e)Sz{xei}{|x=k7t+— ou x=kﬂ'}
p) { yeR|x="+= y== 2} 2
{ e§R|x:k7r+£ }
4

2-) Resolver as equacdes trigonométricas. Todas
essas siao do tipo:

cosa =cosp:
g h)S={xe§R|x=kﬂ+£}
a)Sz{xeﬂ?|x=7r+2kﬂ} b)S:{xeiR|x:_?+2kﬂ} 3

xeR|x= e+ X ou x= k7z+3—”
4 4

i) §S= 9?|x:k7z+% ou x:kﬁ+37”}

e
j) S:{xesmx kﬂ+% }

+
c) S={xeﬂ?x=%+2kﬂ}

d)S:{ eR|x=rn+2kr ou x—%+kﬂ}
e)S = { eR|x=r+2kr ou x:£+k7r}
2 4-) (i) e (ii)
f)sS= {xeﬂ%|x—_—+2kﬁoux 7r+2k7z} a)Sz{xeiTHx:kT” ou x:%+k7ﬂ}
7z Iz 3z
g)S={xe9€|x:T+2k7z} b)Sz{xein=2kﬂ+T ou x:2kﬂ+7}
+
h)S={xe‘Rx=%+2k7roux=2k7z} C)S:{ ‘R|x:k7r+% ou x=k72'}
1) S= {xein-—+2k7r0ux-E+kﬂ} d)s= {xein 2kﬂ'+37 ou x:2kﬂ+7r}
iii
])S={xein kr  ou x:%} (ii)
a)s {xe‘){x:— ou x k7r+—}
+ +
k)S:{xe‘Rx:%+2k7roux=x=%+2k7r} L ”
b)Sz{xeinz T = 7; ﬂb}
- a+ a-b a
s= {xeiR|x-E+k7ﬂoux x_1_g+kTﬂ} . L
c)S= xeﬂ%\x=£+—ﬁ ou x=24+2
4 2 8 4

m) S:{xe‘.m@}

n) S:{xeiR|2k7r}
0) 0,1<<10

d)S eR|x= il +2k” ou x:2k”— il
a+b a+b a-b

a
2k 3 }
ou x




+
2) S:{XE§R|XZ%—%+1€7Z’0MXZZT”—G-I-Z/WZ' ou x:%—a+2kﬂ}

h) S:{xeﬁ%|x:%+kﬂoux=2kT7[+2kﬂoux=§+2kTﬂ}

1)S= xeiR|x:k7r+£ ou x=k7r+3—7z
4 4
. V4 5w R4
J)S= xe‘R|x:€+2k7roux=?+2kﬂoux:k7zou x:7+2k7z
3z
k)s= xei}i\x=7+2kﬂ ou x=rm+2kr
1) S:{xeiR|x:§+2k7r ou x=2k7r}

(iv) e (v)

a) S= xe‘R|x:£+kﬂoux=3—”+k7r0ux:5—”+kﬂou x=7—ﬂ+k7r
8 8 8 8
V4 2r
b) S:{xeiR|x:?+k7roux:T+k7r}
C)S:{xeﬂ?|x:%+kﬂoux:37”+k7r}

d)S:{xeiRx:%+k7r0ux:5?ﬁ+k7zoux:%+k7rou x:zTﬁ+k7z}

e)S:{xe§R|x:§+2kﬂoux:2kﬂ}

Quaisquer Equagoes:

b)Discuta, segundo m, as equagdes:
b.1) vme®R

b.2) —V2<m<y2
c) {xef}ﬂo,%}




